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Tento text popisuje jedno z moznych feseni kvalifikac¢ni tlohy z logiky. Ve vasich resenich
jsme uznavali vsechny postupy, které logicky argumentovaly o optimalité vaseho reseni.

Za textovou ¢ast bylo mozné ziskat 50 bodii, za praktickou ¢ast také 50 bodi.

Reseni iloh v roviné

U tloh v roviné jsme bodovali zejména argumentaci korektnosti vaseho reseni, nejvice
bodu ziskala analytickd Teseni podobnda tém, které muzete vidét nize, protoze jste nas
v nich argumentaci presveédcili, ze vase feSeni je to nejlepsi. Spousta tymi si myslela, ze
feseni druhé trovné je stejné, jako feseni prvni drovné. To bohuzel neni pravda, takové
tymy tedy za druhou troven typicky dostaly nula bodi.

Uroven 1

V této trovni byly 3 incidenty umistény do vrchold rovnostranného trojuhelniku. Vzda-
lenostni funkce vypadala takto:

2 2 2
E(N):ulN‘ +|I2év‘ + |I3N| '

Optimalni polohou pro tuto vzdalenostni funkci je tézisté trojuhelnika. V nasledujicim
textu si ukdzeme jeden z moznych zpusobi, jak k tomuto reSeni dojit.

Nejprve provedme nejuniverzalnéjsi upravu: zjednodusme vyraz tak, ze z néj odstranime
konstanty. To miuzeme udélat vzdy, protoze nas nezajima konkrétni hodnota vzdalenostni
funkce, ale pouze misto, ve kterém se realizuje optimum. Dostavame jednodussi vyraz:

E(N) = |LLN* 4+ |ILN* + |IsN 2.
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Tuto upravu muzeme udélat v kterékoliv drovni, proto ji v dalsim textu budeme délat
automaticky.

Hleddme tedy bod, ktery ,minimalizuje kvadrat vzdalenosti“. Takovy bod bude nejspis
nékde uvnitt trojihelnika, hledame tedy jakysi ,stred“. Otazka zni, jak tento bod najit.
V této trovni jste méli hodné pokusi, takze jste mohli prosté zkouset rizné pozice bodi.
Mozna jste se dostali k docela dobrému vysledku, vyvstava vsak otézka, jestli je vase reseni
skutecné to nejlepsi. Tuto otazku jste mohli zodpovédét analytickym fesenim tlohy.

Nejprve si rozepisme funkci £ dle Euklidovské vzdélenosti:

2

E(N) = <\/(xn —71)? + (yn — y1)2>2 + <\/(In — w2+ (- y2)2> "
+ (\/(ﬂfn —a3) + (Yo — 3/3)2)2

E(N)=(zp—21)°+ Wn —v1)° + (@0 — 22)° + (W — 12)° + (@0 — 23)> + (Yo — y3)*.

Vidime, Ze pro vypocet hodnoty E je mozné spocitat nezavisle hodnoty soutradnic = a .
Rozdélime tedy vypocet na hledani minim dvou funkei:

E.(N) = (x, — 1’1)2 + (z, — 332)2 + (z, — x3)2,
Ey(N) = (yn - 3/1)2 + (yn — y2)2 -+ (yn — y3)2.

Chceme minimalizovat hodnotu funkce F,. Ze skoly mozna vite, Zze minimum funkce se
hled4 pomoci derivaci’. Pro minimum funkce musi platit, Ze je v ném derivace rovna nule:

dE
0=—
dN
0=2(z, — 1)+ 2(xy — x2) + 2(x,, — T3)
0= (2, — 1)+ (T — x2) + (T, — 3)
Ozgl’n— ($1+$2+$3)
3[En = (1'1 + T2 + 1‘3)
T+ xy + X3
Ty = —"—"
3
Z vypoctu tedy vychazi, ze pozice nemocnice je presné v aritmetickém priméru vsech
bodt?. Hodnotu v, 1ze vypocitat iplné stejnym postupem.

Vviev

pokracovat dosazenim konkrétnich hodnot ze zadani:

'Pokud neumite derivovat, mohli jste vyuzit napiiklad stranku https://wolframalpha.com.
2Pokud bychom méli byt iplné matematicky korektni, je tieba jesté argumentovat, ze optimum je
pouze jediné a ze se jedna skuteéné o minimum. To plyne z tvaru Hessidnu gradientu.


https://wolframalpha.com
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. ~ 04400+ 200 ~ 04+0-387.3
n - 3 7yTL - 3
T, = 200,y, = —129.1.

Nemocnici tedy umistime na soutadnice X = 200, Y = —129.1. Hodnota vzdalenostni
funkce pro tuto pozici nemocnice je 60000.29.

Uroven 2

V druhé trovni bylo potfeba dat si pozor na zménu vzdalenostni funkce, ta vypadala
takto:

_ |AN|+[BN|+ |CN|

E(N) .

Klicové je uvédomit si, ze zadani je symetrické. To nas muize privést k ivaze, ze optimalni
poloha nemocnice je na ose rovnoramenného trojuhelnika, ale toto tvrzeni by bylo dobré
néjak podlozit. Necht tedy méame stanici N kdekoli na ose O a stanici N’ ve stejné vysce,
ale ne na ose. Pak stanice N lezi na elipse zadané bodem N a ohnisky A, B. Pripomenme
si, ze elipsa je mnozina vsech bodi, které maji stejny soucet vzdélenosti od dvou ohnisek
(v nasem piipadé bodi A a B). Protoze elipsa je symetrickd podle osy O, musi byt
v misté pruniku s osou O jeji nejvyssi bod. Zejména tedy bod N’ se vidy bude nachézet
nad elipsou a to znamena, ze on sam ma vétsi soucet vzdédlenosti od bodi A a B nez
bod N. Zaroven je z trojihelnikové nerovnosti ziejmé, ze i vzdalenost |N'C| je vétsi nez
vzdalenost |NC/.

|IDC|=wv

Nyni je potteba urcit vertikalni souradnici bodu N. Oznac¢me si délku zédkladny trojihel-
nika ABC' jako 2a, jeho vysku v a vysku trojihelnika ABN oznacme b. Dosazenim do
vzorce ziskavame:

E(N) = |AN|+ |[BN|+|CN|  Va*+ 0+ Va®+ 0>+ (v —b)
N 3 N 3 '
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Podobné, jako v predchozi tloze, mame nyni funkci v proménné b, kterou muizeme zderi-
vovat a ziskat jeji minimum.

dE(b)  d2Va®+b+(v-0b) 2b 1

db db 3 T3+ 3

Ziskali jsme tedy vysledek, ze a = v/3b°.

Po dosazeni a = 200 dostavame b = &g = 115.47. Nemocnici tedy umistime na souradnice

X =200, Y = —115.47. Hodnota vzdalenostni funkce pro tyto souradnice je 244.57.

Pro zajimavost jesté ukazme spravnost vysledku i jinou cestou, pri které nemusime znat
derivace. Mé&jme tedy b takové, ze plati @ = v/3b a predpokladejme, Ze se bod N nachazi
v jiné vysce nez b. Oznac¢me ji b+ k pro libovolné k. Ukazeme si, ze pro tuto hodnotu
vysky bude funkece vzdy vétsi nez pro hodnotu b. Tedy ukdzeme E(b) < E(b+ k).

E(b) < E(b+ k)
2WaZ 024 (v—b) _2y/a®+ (b+k)?+ (v—(b+Fk))

<
3 = 3
2Va2 + b2 + (v —b) < 2va? + b2 + 2bk + k2 + (v — b) — k)
2va? + b2 < 2va% + b2 + 2bk + k2 — k)

Daéle dosadime za a

21/ (V3)2 + b2 < 21/ (V/3b)2 + b2 + 20k + k2 — k)
4b + k < 2V/4b% + 2bk + k2)
160* + 8bk + k* < 16b* + 8bk + 4k?
0 < 3k

Rovnost tedy nastava prave pro volbu k£ = 0.

Po dosazeni presnych souradnic incidentt ziskavame pozici nemocnice [200, 115.47]. Hod-
nota vzdalenostni funkce byla 244.57.

3Dle Pythagorovy véty ddle plati |[AN| = 2b. Pokud nyni pieklopime cely trojihelnik ABN podle
horizontalni osy, ziskdme ¢étyiihelnik, jehoz vSechny strany maji délku 2b a i jeho uhlopticka ma délku
2b. Proto se jedna o dva rovnostranné trojuhelniky prilozené k sobé, a tedy thel u vrcholu N je 120°.
Nezavisle na poloze bodu C proto vzdy hledame takovy bod N na ose O, ze velikost thlu ZAN B je 120°.

4
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Uroven 3

V této trovni bylo potfeba umistit pouze jedinou nemocnici se stejnym kritériem jako
v trovni 1. ReSeni je proto v podstaté stejné jako v prvni trovni, pouze bylo potieba
zpracovat vice dat. S vyhodou se tak dalo vyuzit napriklad Excelu, nebo jednoduchého
programu ve vasem oblibeném programovacim jazyce.

Na webu https://logika.ntrophy.cz je k dispozici priklad programu v jazyce Python,
kterému staci argumentem predat jméno csv souboru s polohami incident a on vypocte
optimélni polohu nemocnice.

Vysledné reseni je X = —3.06, Y = —39.85. Hodnota vzdalenostni funkce pro tuto pozici
nemocnice je 167492.24.

Uroven 4

Tato troven se opét podoba urovni 3, ovsem bylo potfeba umistit vice nemocnic. Vice
nemocnic tlohu hodné komplikuje, avsak bylo mozné si vSimnout, Ze incidenty jsou roz-
déleny do shluki (mést), takze je stacilo spravné rozdélit do nékolika skupin a kazdou
skupinu vytesit dle postupu v trovni 3. Rozdéleni incidentt do mést jsme délali rucéné,
proto nize uvedend hodnota nemusi byt skutecnym optimem. Méla by ale byt pomérné
blizko optima :).
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Obrazek 1: Rozdéleni incidentu do mést ve 4. irovni.

Souradnice nemocnic:

-349.93,339.53
360.53,328.13
181.73,-390.27
-369.38,-178.00


https://logika.ntrophy.cz
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-66.00,-291.00
358.24,-270.24
-62.46,-36.46
127.62,55.00

-144.36,340.09

Hodnota vzdalenostni funkce pro tyto souradnice je 6208.63.

Reseni iloh na mapé silnic

Uroveti 5, 6

Nejdrive si predstavme, ze vsechny body udalosti jsou umistény nékde na primce. Kdyz
umistime nemocnici kamkoli na tuto primku, ziskdme néjakou hodnotu vzdalenostni
funkce. Nyni se tuto hodnotu pokusime optimalizovat. Pozice nemocnice déli pfimku na
dvé poloviny, a tedy rozdéluje i pozice incidentii na skupinu vlevo a skupinu vpravo. Nyni
predpokladejme, ze napriklad ve skupiné vlevo se nachazi vice incidentu nez vpravo. Pak
posun o maly kousek vlevo zmensi hodnotu vzdalenostni funkce za kazdy incident vlevo
a zvetsi jeji hodnotu za kazdy incident vpravo. Protoze je ovSsem incident vlevo vice nez
vpravo, celkova zména bude zaporna. Proto takto muzeme posouvat stanici az do mista,
kde bude mnozina vlevo i vpravo stejné velka. V tomto bodé je hodnot a vzdalenostni
funkce urcité minimalni.

Podobnou tvaho ovSsem muizeme provést i pro sit silnic. Pokud se totiz nachazime s ne-
mocnici na néjaké cesté, tak rozdéli celou sit na dvé poloviny. Nemocnici posuneme tim
smérem, kde se nachazi vice bodt. Tento postup nas vzdy dovede no optimalni pozice pro
nemocnici.

Timto zpusobem jsme mohli najit pro jednotlivé irovné po fadé optimalni pozice nemocnic
[100, 100] a [500, 800], kde hodnoty vzdéalenostni funkce byly 2.8 a 7.04.

Uroven 7

V této trovni slo aplikovat naprosto stejny postup, jako v tirovni 5 a 6. Stacilo si uvédomit,
ze uvaha nezavisi na délce spojnic. Posunout se smérem k vétsimu poctu vrcholt se nam
vyplati vzdy pro libovolné dlouhou spojnici dvou incidentt.

Optiméalni poloha nemocnice v této tirovni je [900,900]. Hodnota vzdalenostni funkce je
18.44.

Uroven 8

V 8. trovni jiz bylo potfeba TeSeni z trovné 7 trochu poupravit. Vahy jednotlivych inci-
dentii nabouravaji nasi iivahu o priblizovani se té strané, na které se nachazi vice incidenti.
Ta 1ze vsak jednoduse upravit tak, ze si napriklad misto jediného incidentu o velikosti pét
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predstavim pét incident o velikosti jedna. Takto pouze pri rozhodovani, na kterou stranu
silnice ptijdeme, budeme prihlizet také k vaze jednotlivych incident a misto poctu inci-
dentii na kazdé strané budeme pocitat soucet jejich vah.

Optiméalni poloha nemocnice v této tirovni je [700,700]. Hodnota vzdalenostni funkce je
20.5.

Uroven 9, 10

Podobné jako v trovni 4 hlavni myslenkou trovné bylo opét rozdélit incidenty do tii
siti, které se nasledné tesily postupem z predchozich tirovni. V trovni 10 mélo byt ovsem
umisténo tolik nemocnic, ze optimalni rozdéleni na podsité témér nebylo mozné pouze
rucéné. S vyhodou se tak dalo vyuzit dynamického programovani pro ziskani optimalni
polohy. Rozumné blizko optimu se slo ovSsem samoziejmé priblizit i pouhym zkousenim
rozdéleni na podsité.

Absolutni optimum 9. drovné bylo 3,68 s umisténim nemocnic na soutadnice [700, 700],
[400, 300] a [900,900]. Optimum v 10. drovni pak byla hodnota 10.88. Poloha nemocnic
byla tato: [500, 1000], [700,900], [500, 500], [1200, 1000], [800, 600], [800, 300], [1300, 800],
(1300, 500], [1200, 200], [1500, 100].

Detailni bodovani

Béhem nékolika dni se pokusime zverejnit podrobnéjsi bodovani a anonymizovana ode-
vzdani z webu, abyste se mohli podivat, jak jste si vedli ve srovnani s ostatnimi. Planujeme
také zvetejnil detailni metodiku bodovani jednotlivych trovni. Dejte ndm prosim néjaky
cas.



